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L A CONTINUITA

1IN GEOMETRIA

Summary: This paper 1investigates +the concept
of “continuum" from the geometrical point of
view in a historical frame.

Some interesting conclusions are drawn
concerning the didactical aspects of its
teaching and use in the measure.

Prof.Carlo Felice Manara
Dipartimento di Matematica
Universita di Milano
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LA CONTINUITA® IN GEOMETRIA

Prof.Carleoe Felice Manara
Dipartimento di Matematica
Universita di Milano
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1 - Il concetto di ’“continuo” nella accezione
comune del termine. Le analisi classiche ed i primi
tentativi di raziocnalizzazione.

1 - E' appena necessario osservarea che nol uti_
lizziamo guotidianamente il vocabolo "continuc™, ed
altri vocaboli ad esso collegati, perché abbiamo
bisogno di presentare certi concetti, che riteniamo
bene espressi dal vocabolil in questione. Consegusg
di qgui che la parocla assume varil significati, non
sempre molto coerenti tra loro; € cid porta alla
necessita della precisazione del termine stesso ed
alla opportunita dell’analisi dei suoi vari possi_
bili significati. Questo problema fu affrontato dai
tilosofi greci e fu trattato nei secoli da molti,
matematicl e filosofi, che volevano approfondire la
valutazione della nostra conoscenza della natuia
materiale ed 11 significato della Matematica e del_
la Geometria in particolare.

Fer esempio, troviamo gia in Aristotele una analisi
del concetto di continuo che venne accettata in se_
guito anche dai fisici-matematici, fino alla secon_
da meta del secolo XVIII: la troviamo infatti ac_
cettata da Ruggero Boscovich nelle sue opere e nel _
le sue dissertazioni.

I punti fondamentali dell’analisi classica del con_
tinuo possono essere presentatli succintamente come
segue;

a) - Cio che noi consideriamo come "il continuo” &
essenzialmente distinto da cid che consideriamo co_
me “"termine del continuo”; e qui il vocabolo "ter_
mine” ha il significato di “confine”, “elemento i_
niziale o finale” e cosi via. Cosi per esempioc il
punto €& termine della linea, la linea ¢ termine
della superficie e questa & termine del solido.

b) - Cid che consideriamo come conbtinuo & indefini_
tamente divisibile, ma i suoi termini, in guanto
tali, sono indivisibili, e gquesto vale anche per le
eventuali ulteriori suddivisioni. Cosi, per esem_
pio, se consideriamo un segmento rettilineo, avente
come estremi 1 punti A & B, ogni punto P interno al
segmento lo divide 1n due segmenti. Ognuno di que_
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sti & ancora divisibilile, e cosi via, ma il punto @,
in gquanto termine di un segmento, & indivisibile;
ancora, considerato un guadrato, 1 cuil vertici sia_
no 1 punti A,B,C, D, siano M ed N i1 punti medi dei
due lati AB e CD, paralleli tra loro (Cfr.fig.l);
il segmento avente come estremi 1 punti M ed N, vi_
510 come lato del rettangolo ACMN, & indivisibile,
in quanto  termine di  una superficie, anche se &
possibille suddividerlo indefinitamente in altri
segmenti mediante suol punti; con linguaggio che fa
appello all’intulzione si potrebbe dire che & indi_
visibile nel senso della lunghezza.

A B
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-
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[

c
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D

Ne consegue che cido che consideriamo come il conti_
nuo & di natura diversa da quella dei suol termini,
e nonh si pud dire "costituito” da questi. Cosi il
segmento si  pud immaginare come generato dal moto
continuo di un punto, € quindi come un insieme di
punti; ma non lo si pud considerare costitulto da
punti come una collana & costituita da perle infi_
late, che possono toccarsl senza coincidere.

c) - Quando si divide un continuc in due parti,
1’elemento di divisione & unico, ed appartiene ad
una sola di esse. In altre parole non sl pPOSSONO
immaginare due termini che siano "a contatto” fra
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loro senza confondersi in uno solo. Chiaramente,
nel caso del quadrato ABCD considerato sopra,

occorre distinguere tra la supearficie del
rettangolo ACMN, immaginata descritta dal mofo
continuo di un segmento, e la costruzione deil due

rettangoli ACMN, MNBD.

Quanto & stato detto a proposito dell’appartensnza
del termine ad una sola delle parti indica
chiaramente che 1 analisi del continuo va fatta 1in
un certo ordine di idee, che supera gli aspetti in_
tuitivi, 1legati alle utilizzazioni guotidians del
concetto, richiamato all'inizio. In questo ordine
di idee, osserviamo che l’enunciato di continuita
della retta, formulato da J.R.Dedekind nella secon_
da meta del XIX secolo, precisa una cilrcostanza a_
naloga a quella che abbiamo richiamato. Infattl ta_
le enunciato potrebbe . essere dato nella forma se_
guente: )

&8I stabilisca sulla reftra un ordinamento totals;
sl dividano tuttli I punti della retta in due
classi, che chiameremo H & K, In modo tale che ognIi
elemento della classe H preceda (nell ordinamento
stabilito) ogni slemento della classe K. Allora
esiste un unico punto P Il gquale, ssmpre
nell’ovrdinamento stabilito, & 1°'ultimp della classe
H o 11 primo della classe K. Nel primo caso la
classe K non ha primo slemento, nel secondo caso la
classe H non ha ultimo elemertor.

2 - L’analisi classica del continuo non si limitava
alle proposizionl che abbiamo ricordato, ma aggiun_
geva sSpesso una osservazions che, come spesso € ac_
caduto, veniva considerata come evidente in sé, e
da molti studiosl & stata considerata come espiri_
mente la proprieta fondamentale di ogni grandezza
continua, e quindi non soltanto del continuo geome_
trico.

Tale osservazione potrebbe essere presentata nel
linguaggio moderno hel modo seguente:

«Siano A & B aque grandezze, appartenenti ad una
medesima classe di grandezze omogense; si supponga,
come & sempre lecito fare, che si abbia: '
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a4 < 8 {7,
51 consideri una grandezzra X cohe varia con conti_
nuita, passando da & a 6. Allora taleg grandezza
viens a coincidere, nella sva wvariazions, con ogri
grandezza compressa Lra A & B9,
QOccorre osservare che questa proposizione non ri_
solve 11 problema che consiste nell’accertare 1la
esistenza di una grandezza che soddisfa a certe ri_
chieste.
S1 consideri, a titolo di esempio, una argomanta
zlione del tipo della seguentie:
8ia AB 1l lato di un guadrato, e si consideri sulla
retta AB 11 punto B’, tale che si abbia (cfr.
fig.2):

o~ Fig. 2

AB® = 2 AB (2).

5i consideri il gquadrato che ha come lato AB’; si
vede dalla figura che tale quadrato ha area
quadrupla di guella del quadrato che ha come lato
AB . .

Si1 consideri ora un punto P che descrive 11
segmento BR’, e si immagini di costruire ogni
auadrato avente come lato 11 segmento AP, 1in
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corrispondenza alle varie posirzioni di F. Quandoc F
coincide con B l’area & quella del gquadrato di lato
AB, qguando P coincide con B’ l1’area del quadrato £
1l guadruplo di guella del quadrato precedente. Ora
P prende tutte le posizioni intermedie tra B e B7;
guindi esistera un posizione di P in corrispondenza
alla guale il guadrato che si costrulisce ha la sua
area che & doppia di quella del guadrato costruito
su AB. Il segmento AP corrispondente € uguale alla
diagonale del quadrato di lato AB, & si pud quindl
costruire con 11 compasso, TfTacendo centro in A e
riportando sulla retta AB la diagonale fino a
costruire il punto P.

Ma la qguestione fondamentale e appunto quella di
decidere se 11 punto P, che cosi si crede di
costruire, esista sulla retta AB: perché potrebbe
darsi che su tale retta esista una lacuna, che noi
non vediamo, proprio in corrispondenza al punto P
che si vuyole costruire.

QOvviamente la costruzione suggerita ha forse un si_
gnificato suggestivo, ma non ha valore probatorio,
almeno fino a quando non si & stabilita l’esistenza
del punto di 1intersezione della retta AB e della
circonferenza che ha A come centro ed ha come rag_
gio la diagonale dsl quadrato di lato aB.

E tale esistenza pud per esempio essere postulata,
ciog affermata senza dimostrazione, oppure pud &s__
sere dimostrata sulla base di altre proposizioni
.enunciate validamente (cioé postulate o dimostrate)
in precedenza. Ma il disegno non & sufficiente per
garantire:. la esistenza degli enti che si disegnano.
Infatti gia Platone aveva osservato che gli oggetti
di cul si occupa il matematico non sono le figure,
ma i1 oconcetti; perché soltanto tra 1 concetti si
possono  stabilire gquelle relarionil necessarie che
sono  "lette” dalla nostra mente e non solamente
percepite dai nostri sensi.

Nel caso in esame, questa analisi & resa necessaria
dalla esictenza di controesempi, i quali ci confer_
mano nalla nostra opinionhe, sulla necessita della
utilizzazione della ragione, e della opportunita
della diffidenza a proposito delle percezioni sen_
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soriali e dell’immaginazione che le elabora. Infat_
ti s1 dimostra che sulla retta AB 1 punti P tali
che 1l segmento AP sia commensurabile con AB forma_
no un insieme denso. Ma in tale insieme non & in_
cluso il punto che, corrisponde alla diagonale del
quadrato di lato AB; pertanto solo 1l ragionameto
cli permette di superare le sensazioni e 1 immagina_
zione.

II - Il concetto di "continuoc"” 1in Geometria. Gli
“Elementi” di Euclide e le lacune riguardanti la
continuita. :

1 - Cid che & stato detto finora sul concetto di
"continuo” pud essere applicato in un contesto
molto ampio: per esempio nell’ambito della durata
temporale, che noi perceplamo come continua, ed a
proposito .di una gualungque classe di grandez:ze
percepite come continue. Tuttavia e abbastanza
naturale che le questioni riguardanti il continuo
abbiano avuto la loro origine prevalentemente nella
problematica della Geometria, nata dalle nostre
esperienze sugli oggetti che ci circondano & dalla
elaborazione che la fantasia opera su di esse. £
cid & confermato anche dalle trattazioni del
Capitolo precedente.

In guesto campo e praticamente obbligatorio prende_
re le mosse dall’analisi del pensierc matematico
dei Greci, come ci & stato trasmesso e conseghato
nell’immortale trattato degli "Elementi” di Eucli_
de; infatti si pud trancguillamente asserire che i
Greci in epoca antica coltivarono la Matematica ad
un  livello che non ha confronto con aquello a cuil
giunsero gli altri popoli, almeno stando ai docu_
mentl che ci sono pervenuti finora. Infatti soltan_
to presso 1 Grecl troviamo le teorie presentate ed
i problemi risolti ad un livello astratto e genera_
le, cioé ad un livello propriamente scientifico:
presso altri popoli incontriamo invece soltanto dei
problemi singoli, risolti episodicamente, certo in
modo molto ingegnoso, ma che non costituiscono te_
stimonianza dell’esistenza di teorie scientifiche
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degne di questo nome.

Come €& noto, la esposizione di Guclide procede in
modo cstrettamente logico, enunciando definizioni e
postulati, e deducendone rigorosamente le conse_
guenze. Tuttavia gia nella prima proposiziona del
Libro I, laddove Euclide risolve il problema di co_
struire un triangolo equilatero, si incontra un
punto in cui la critica posteriore ha messo in evi_
denza quella che alla nostra mentalita si presenta
come una falla. ‘

Infatti, secondo la procedura euclidea, la costru_
zione di un triangolo cosiffatto avente un segmento
AB come lato viene esseguita intersecando la circon_
ferenza che ha centro 1in A e raggio AB con guella
che ha lo stesso raggio ed ha B coms cesntro.

Ao

Ora & stato osservato che la esistenza dei punti di
intersezione di due circonferenze cosiffatte non si
pud dedurre dai postulati enunciati in precedenza.
Cosl come non si pud dimostrare in generale che e_
sistano 1 punti di intersezione tra una circonfe_
renza ed una retta che ha almeno un punto interno
alla circonferenza.

£’ chiaro che non sarebbe completamente equo inva_
lidare la trattazione euclidea nel suo complessco
per la presenza di qguesto neo e di altri che ver_
ranno discussi in seguito; & utile piuttosto ri_
flettere sulla mentalitd che era alla base della
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Matematica del Greci. Invero guesti non parlano di
enti dei guali non si conosca la costruzione; & vi_
ceversa la esistenza degli enti di cuil si parla
viene in ognli caso accettata sulla base di una ef_
fettiva costruzione; e molto spesso il disegno vie_
ne visto come la convalida della esistenza dell’en_
te di cui si tratta.

Addirittura questa esistenza conguistata con 1l di_
segno conduceva Platone ad asserire la superiorita
della Geometria sull’Aritmetica: invero per esempio
nel caso considerato in precedenza, riguardante la
costruzione del quadrato di area doppila del quadra_
to di lato AR, 1l segmento AP in questo caso & in_
commensurabile con AB: cio significa che il rappor_
to tra AP e AB non & esprimibile con 1l rapporto
tra due numeri interi. Se quindi esso fosse espri_
mibile con un numero, gquesto sarebbe uno di queil
numeri che i Greci chiamarono (nella loro lingua)
inesprimibili.

Come & noto 11 termine greco che ha guesto
significato ne ha anche altri, e cid ha forse
condotto i traduttori a chiamare ‘“irrazionali”
questi . numeri che esprimono 1l rapporto tra due
grandezze 1incommensurabili; traduzione che puUG
ingenerare in qualche profano la convinzione che la
Matematica prenda in considerazione anche degli
oggetti che sfuggono alla ragione oppure, peggio,
30no contrari a questa, mentre si1 tratta soltanto
di rapporti che non sono dominabili con un’unica
coppia di numeri (cio&é con un unico numero
razionaley, mentre invece, come osservava Platone,
sono perfettamente rappresentabill con wuna coppia
di segmenti, come mostra una qualungue figura.

Nel caso delle proposizioni geometriche di cul
stiamo parlando, & noto che la esistenza del punti
in guestione puo esssre dimostrata in seguilto
all’enunciazione di un postulato di continuitd, per
esemplo del tipo di guello che apbiamo presentato
nel Capitolo I, nella forma che gli & stata data da
Dedekind. Questo postulato permetterebbe di ovviare
agli inconvenienti che insorgono dalla procedura
euclidea in questo ed in altri casi. Va ricordato
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tuttavia che, allo scopo di colmare le lacune della
trattazione euclidea, per quanto riguarda la esi_
stenza di intersezioni di rette con circonferenze o
di circonferenze tra loro, gualche Autore ha propo_
sto di enunciare un apposito postulato, pil ri_
stretto di guello 4i continuita della retta, e per

1l quale & stato proposto il nome di "Postulato del
compasso .

2 - E’ stata messa in evidenza nella trattazione
euclidea un’altra lacuna importante che & stata og_
getto di discussioni; essa & uno di quei “"nei’” dei
gquali Girolamo Saccheri ha voluto liberare la trat_
tazione euclidea nella sua celebre opera, che viene
guasil sempre ricordata soltanto per 11 tentativo di
dimostrazione del postulato della parallela. Si
tratta della proposizione 18 del Libro V, che ri_
guarda una proprieta delle proporzioni tra grandez_
ze; 1’ importanza della discussione su questo tema é
data, a nostro parere, soprattutto dal fatto che in
questo caso si discute della continultad non soltan
to in relazione ad un determinato problema geome_
trico, ma 1in generale in relazione al concetto di
grandezza.

Per maggiore chiarezza, esporremo la dimostrazione
euclidea con linguaggio moderno. Sia da dimostrare
che, date quattro grandezze a,b,c,d, se vale la
proporzione:

(1) a:b=c:d,
allora vale anche la proporzione:
(2) : (a+b) : b = (c*d) : d.

1}  ragionamento che si trova in Euclide & il
seguente: se non fosse valida la (2), esistera una
grandezza, diversa da d, che & quarta proporzionale
dopo (a+b),b e (c+d). Supponiamo che essa sia
maggiore di d, sd indichiamola con d+x. 81 avra
Qquindi:

(2) (a+tb) 2z b = (c+d) : (d+x).

Di guil applicando la proprieta detta del
"separando” (gia dimostrata) segue:

(4) a = b = (c-x) : (d+x),

e gquindl per confronto con la (1), si avra:
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(5) c : d = (c-x) : (d¥x).

Ma questa relazione non pud sussistere, come & gia
stato dimostrato, perché ovviamente (c-x) &€ minore
dli ¢ e (d+x) & maggiore di d.

Analoghe considerazionl sl svolgono nel caso in cul
la grandezza quarta proporzionale sia minore di d.
Come si wvede, uno dei punti fondamentall della
dimostrazione consiste nella considerazione dglla
eslistenza di una grandezza che =) quarta
proporzionale dopo tre date. Cid non @& stato né
postulato, né dimostrato in precedenza. Tale
grandezza € stata costruita 1in casi particolari,
per esempio sulla scorta del teorema di Talete nel
caso in cul 1le proporzioni considerate sussistano
tra segmenti; ma la sua esistenza rimane non
provata nel caso in cul sl tratti di grandpzze nel
senso piu generale del termine.

3 - 51 puo - vedere facilmente che si cade in diffi_
colta analoghe quando si desideri definire in modo
rigoroso il sottomultiplo di una grandezza qualun_

gue secondo un intero naturale n: infatti si pud
eseguire la costruzione di un sottomultiplo cosif_
fatto in alcuni casi, per esemplo guando le gran_

dezze considerate siano dei segmenti, applicando
anche in questo caso il teorema di Talete. Ma la
costruzione di un sottomultiplo in generale presen_
ta delle difficoltad che sono diverse da una all’al__
tra classe di grandezze che si considerano. Come e
noto, la costruzione della teocrila della proporzio_
nalita tra grandezze viene fatta in Euclide fondan_
dosi esclusivamente sul concetto di multiplo di una
grandezza, senza far ricorso al concetto di sotto_
multiplo. Questa finezza critica viens considerata
dagli storici come una prova della grande profondi_
td alla guale sra giunto i1 pensiero matematico di
Euclide, oppure quello delle generazioni dei mate_
matici che lo precedettero, se si deve accettare la
tesi secondo la quale 1l’opera di Euclide & in parte
una compilazione desi risultatl di una civilta
scientifica precedente.
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111 - Gli indivisibili e l1a nascita del calcolo
infinitesimale. .

1 - E7 noto che le questioni riguardanti i1l concet_
to di econtinuo, specialmente in Geometria, ritorna_
rorno alla ribalta nel secoll attorno al XYII, in
particolare con il persierc di Bonaventura Cavalie_
ri, da lul espresso nella celebre opera che ha come
titolo "Geometria indivisibilibus” (titolo che si
potrebbe tradurre "La Geometria fatta con gli indi_
visibili”). Il pensiero di Cavalieri non si presen_
ta in un’unica versione: inoltre accanto alle in_
tuizioni, che fanhno del Cavalieri un precursore del
calcolo infinitesimale, € che preludono alla idea
di integrale di una funzione, si trovano dei tenta_
tivi di giustificazione filosofica non sempre riu_
sciti. Cggl alcuni del suoi risultati sono gilusti_
ficati 1in modo rigoroso con i metodi dell’analisi
matematica moderna; invece si potrebbe dire che 1
tentativi di giustificazione dati dal Cavalieri
stesso e da altri hanno fatto rinascere alcune que_
stioni che gia erano state risolte in modo chiaro
dal pensiero greco, secondo 11 quale, come abbiamo
gia detto, il continuo era considerato come di na_
tura essenzialmente diversa dai suoi termini, e non
poteva essere visto come costituito da elementi a_
naloghi a cguesti: cosi per esempioc’, come abbiliamo
giad detto, non si poteva pensare alla linea costi_
tuita da punti, immaginati come perle infilate che
formano una collana. Si manifesta ancora una volta
quella tensione dialettica tra immaginazione € ra_
gilione di cul abbiamo gia detto: infatti non si riu_
sciva a gilustificare in modo soddisfacente queil
procedimenti di calcolo suggeriti dalla immagina_
zione, e che portavano & risultatl validi quando
erano applicati correttamente.

E d’altra parte spesso tali procedimenti conduceva_
no a risultati errati quando erano applicati in mo_
do disinvolto e forse poco fortunato.

lLa scoperta dei libri del "Metodo” di mrchimede ha
permesso di accertare che anche guel Grande
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utilizzava deil procedimenti che oggi vengono detti
euristici, perche suggeriscono la strada per giun_
gere a risultati validi; ma che si curava di giu_
stificare i1 risultati stessi con ragionamenti rigo_
rosi. Un atteggiamento analogo si  1ncontra presso
B. Pascal, il guale, nel suo trattato sulla cicloi_
de, si premura di avvertire che egli utilizza 11
linguaggio degli indivisibili come un comodo stru_
mento di comunicazione, ma che si possono ogni vol_
ta glustificare i risultati ottenuti con procedi_
menti rigorosi classici.

Non & qui 1l luogo per presentare tutti gli svilup_
pi della disputa sugli indivisibili, che ebbe luogo
nei secoli ricordati, e di cui si trovano ancora
tiracce negli Autori del secolo XVIIT. Si potrebbe
seguire, in qguesto campo, 1)l pensiero di F.Enri_
ques, 1l quale asseriva che, anche quando tali pro_
cedimenti erano erronei, pure gli errori commessi
furono stimolanti per il progresso del pensiero ma_
tematico; si1 potrebbe dire infatti che quelle in_
tuizioni, fondate sulla immaginazione del continuo,
ed 1in particolare del continuo geometrico, stanno
alla base del calcolo infinitesimale di oggi. Ma
non intendiamo soffermarci su problemi storici: ci
limitiamo a ricordare, tra gli errori piu interes_
santi, quello commesso da Girolamo Saccheri, 11
quale credette di aver dimostrato il postulato eu_
clideo delle parallele proprio 1in base a certi ra_
gionamenti basati sull’impiego errato degli indivi_
sibili; a sua scusa va detto tuttavia che egli, do_
po la presunta dimostrazione, aggiunge che la con__
clusione a cui & giunto non gli appare dsl tutto
chiara e scevra di dubbi.

IV . Gli enunciati moderni.

1 - Da guanto abbiamo detto poco sopra, potremmo
dedurre che in una trattazione, anchs scolastica,
della Geometria e del suoili fondamenti, che voglia
essere rigorosa, non si1 pud fare a meno di
enunciliare una proposizione che esprima, in termini
precisi, guelle proprieta del continuo geometrico
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che ci sono presentate dalla 1mmaginazione, la
guale elabora le nostre sensazioni & ne costruisces
delle estrapolazioni; gueste debbono pol essere
tradotte in concetti, i1 guali a loro volta debbono
essere espressi e presentati in forma linguistica o
simbolica precisa.

Cli occupearsmo in seguito della presentazione
simbolica del continuo, presentazione che conduce
sostanzialmente. alla costruzione dell’insieme dei
numeri reali. Qui ci -limitiamo per ora a prendere
in considerazione i1 vari enunciatili con 1 guali la
trattatistica odierna presenta 11 concetto di
continuo.

A questo fine osserviamo anzitutto che, per 1  fini
della Geometria, basterebbe dare un enunciatoc di
continuita della retta, per poter poi astendere il
concetto di continuita agli altri enti ches sono
oggetto di studio. Tuttavia non mancano esemnpi di
impostazionl diverse, per esempio guella scelta da
D.Hilbert nel suo trattato intitolato “Fondamenti
di Geometria', sulla quale ritorneremo in seguito.
Qui ¢i limitiamo a ricordare gli enunciati del
postulato di continuita che compalono nella
trattatistica abituale.

Uno di guestl enuncilati €& guello che abbiamo gia
presentato nel Capitolo I, e chs & dovuto al
Dedekind. Rimandiamo il lettore al capitolo citato,
e ci limitiamo a ricordare guli che per poter
enunciare il postulate nella forma citata occorre
ovviamente che sulla retta sia stato introdotto
rigorosamente un ordinamento totale.

Un’altra forma in cul viene presentato il postulato
di continuitd viene abitualmente attribuita a G.
cCantor; noi daremo qui l’enunciato con riferimento
alle successioni di intervalli delila retta. Esso
potrebbe essere presentato nel modo seguente:

®SL considerl sulla refta una successions Iinfinilta
dL Intervalli, I cul estremi indicheremo con A(n) s
Scn) (n=1, 2,3, ..... 2. 81 supponga inoltre che ogni
i{ntervalls sia contendto In tutii quelll che 1o
precedono nella successione. Allora esiste'almenco
urn punte wella relta che & contenuto I twtii ol



ntervallin.
Se pol si fa 1’ipotesi ulteriore che la lungbhezza
degli intervalli tenda a zero, si dimostra che i1
punto comune & tutti, di cui parla l’enunciato, &
unico.
Ovviamente per poter enunclare 11 postulato nella
forma di Cantor occorre che si sia dato senso al
concetto di successione infinita ed al concetto di
intervallo della retta. Inoltre, se si vuole dimo_
strare la unicita del punto comune a tutti, occorre
che si possa dare senso al confronto della lunghez_
za di un intervallo con dguella di un intervallo
agualunque arbitrario.
Si pud dimostrare che 1 due enunciati che abbiamo
dato non sono equivalenti. A tal fine ricordiamo
quil la proposizione che viene detta "di Archimede”
(ma che gia si trova in Euclide); essa viene enun_
ciata di solito con riferimento a grandezze quali_
sivogliano; noi tuttavia la enunceremo qui in rela_
zione ali segmenti, nella forma seguente:
Dati che siano aue segmentii a e b, supponendo cokhe
s1 abbia:
a < oL,
esiste almeno un numero naturale n tale che sia:
nka > b o».
(Qui e nel seguito l’asterisco "*" indica l'opera_
zione di moltiplicazione).
Ora si pud dimostrare che, guando si sia adottato
l1’enunciato della continuita secondo Dedekind, la
proposizione detta  "di Archimede"” pud essere
dimostrata come teorema. Invece, guando si adotti
la formulazione di continuitad data da Cantor, la
proposizione di Archimede non puod essere
dimostrata, almeno nella abituale strutturazione
dei corsi, e quindi deve essere presentata come un
postulato.
In altro modo si potrebbe dire che, guando si sia
adottata la formulazione di Dedekind, allora la
proposizione di Archimede e la proposizione di
Cantor possono essere dimostrate. Invece se ¢<i
adotta 1la formulazions di Cantor, per poter
dimostrare la proposizione di Dedekind occortre
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enunciare anche la proposizione di Archimede come
postulato.

2 - La proprieta di continuita geometrica viene
presentata da D.Hilbert in modo diverso da quelli
che abbiamo presentato poco fa. Per poter comprern_
dere guesta presentazione ritorniamo per un momento
a cldo che abbiamo detto sopra, nel Capitolo I,
gquando abbilamo parlato del lato del quadrato che
abbia area doppia di guella del guadrato costruito
su un segmento AB. Ivi abbiamo detto che, riportan_
do sulla retta che contiens A e B, a partire da A,
la diagonale del gquadrato in parola, si otterrebbe
un punto P tale che il segmento AP risolverebbe il
problema, se tale punto P esistesse. 51 pud osser_
vare che i postulati di continuita mirano appunto a
garantire 1l’esistenza del punto stesso, esistenza
che, nzlla mentalita dei Greci, era ammessa Senia
alcun dubbio in base all’esame del disegno.
Guardando alle cose da un altro punto di vista, si
potrebbe dire che, qualora il punto P non
esistesse, si potrebbe ampliare la classe del punti
della retta, includendo in essa anche 1l punto P;
ed i postulati di continuita realizzano appunto un
ampliamento della classe dei punti della retta,
ampliamento che permette di parlare del purnto P e
del segmento AP.

In guesto ordine di idee si pone 1l postulato

enuncliato da Hilbert; questo Autore infatti, dopo
aver enunciato wvarili altri postulati, che egli
ordina ip 4 gruppi, enuncia una proposizione la
gquale afferma che la classe degli senti, chiamati
punti, che soddisfano ai postulati enunciati in

precedenza, € la pil ampia possibile. In tal modo
quindi sarebbe inutile enunciare un postulato di
continuita, in una delle forme presentate piu
sopra; qguesto infatti porterebbe ad un ampliamento
della classe del punti, ma tale ampliamento non @&
pil necessario perché la classe deli punti & gia
stata presentata come la pil ampia possibile classe
di enti che soddisfino a tutti i postulati
precedenti.
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v - La rappresentazione del continuo e la
costruzione del campo reale.

1 - I vari enunciliati del postulati di continuita
che abbiamo presentato finora permettono di
costruire una Geometria rigorosa; clioé una dottina
nella quale le dimostrazioni siano sempre fatte in
ogni caso con riferimento a proposizioni accertate
in precedenza, e mai con appello ad una "evidenza”
oppure ad una “intuizione” che possono essers
contestate.

S1 potrebbe osservare tuttavia che questi enunciati
sono  espressi con i1 lipguagglo comune, e <1
riferiscono a quell’insieme di espsrienze sugli
oggetti che <¢i circondano che stanno alla base
della costruzione della Geometria.

81 pone aguindi il problema di costruire un insiema
di simboli, da chiamarsi numeri, che abbiano alcune
delle proprieta degli enti da noi gia chiamati nu_
meri, e che permettano dl rappresentare il continuo
in forma simbolica; la rappresentazione che cosi si
vuole ottenere dovrebbe permettere non soltanto la
rappresentaziona del continuo, ma anche dovrebbe
ammettere certe operazioni che riproducono, almeno
in parte, 1 risultati delle manipolazioni che noi
gseguiamo sulla realta che ci circonda.

Fiu precisamente, la rappresentazione della realta
viene abitualmente conseguita con una operazions
che viene chiamata "misura”; con essa, mediante op_
portune convenzionli e con adeguate operazioni mate_
riali, ogni grandezza viene rappresentata da un
simbolo numerico. Inoltre le operazioni sui simboli
numericli riproducono 1 risultati delle operazioni
da noi eseguite suglli enti della realta; per esem_
plo, la somma di due segmenti, eseguita riportando
1 segmentl stessi sulla medesima retta in modo che
abbiano 1n comune un estremo, ha come misura il nu_
mero oche si ottiene operando la somma del numeri
che forniscono la misura dei - due segmenti.

Vedremo subito come si1 possa costruire un insieme
di simboli che rispondono a questl reqguisiti;
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‘osserviamo tuttavia, in linea preliminare, che tali
simboll dovranno comprendere anche guei numerl che
vengono chiamati “irrazionali' (dei quali abbiamo
gia detto) e che non sono esprimibili con un unico
rapporto di due numeri interi. Pertanto la
costruziona di un campo di numeri che comprenda
arche questl dovra condurre necessariamente a
prendere in considerazione delle classi infinite di
concetti e di oggetti mentali, e ad affrontare 1le
difficolta concettuali che vi si ricollegano.

2 - Il campo reale pud essere costrulto percorrendo
vari itinerari concettuali, ad ognuno dei quali
potrebbe corrispondere un adeguato itinerarioc
didattico, che 1’insegnante potra seguire per
introdurre un concetto fondamentale pear.tutta la
Matematica, pura ed applicata. .

Come per gli altri capitoll della Matematica, il
gusto, la cultura e la formazione mentale dell’in_
sagnante sono spesso determinanti per Tla scelta
della strada che egll decide di seguire; inoltre
non uwltima circostanza determinante & costituita
dalla possibilita di disporre di un testo chiaro e
rigoroso, che non imponga all’insegnante la detta_
tura di appunti di sua soddisfazione.

Alcuni itinerari che si potrebbero seguire passano
per le tappe seguenti:

O - NUMERI NATURALI
: 1 - ANELLO DEGLI INTERI
(RELATIVI)
2 - NUMERI RAZIONALI
3 - CAMPOD DEI NUMERI
RAZIONALI
4 - NUMERI REALI ASS0LUTI
5 - CAMPO DEI NUMERI
REALIL
L’itinerario che viene seguitoc piu spesso nella
trattatistica recente é quello che, partendo
dall’insieme dei naturali, ssgue la colonna di
destra, cioe degli argomenti contrassegnhati con
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numeri dispari (1,3,5); questa scelta viene forse
fatta con lo scopo di presentare agli studenti

certe strutture algebriche (gruppo, gruppo
abeliano, anello, campo) la cul. conoscenza viene
considerata come indispensabile. Tuttavia non si
tratta affatto di un 1itinerario logicamente
obbligatorio: e possibile infattl percorrere

l1’itinerario che segue la colonna di sinistra, ciloe
1’itinerario degli argomenti contrassegnati con i
numeri pari (2,4) 8 che sfocia soltanto alla fine
nell’argomento 5, cioé nella costruzione del campod
reale. E’ chiaro inoltre che sono possibili altri
itinerari, per esempioc quello degli argomenti
contrassegnati con i numeri 2, 3,5.

A nostro parere, l’itinerario corrispondente alla
colonna di sinistra pud essere percorso rimanendo
aderentl ail contenuti della Matematica elementare e

delle esperienze quotidiape: infatti i numeri
razionall assoluti formano oggetto di insegnamento
anche nelle scuole dell’ordine elementare (le

frazioni) e permettono di dominare tutto un Iinsieme
di esperienze quotidiane che si riferiscono alle
grandezze abitualmente manipolate dai discenti:
aree, lunghezze in senso assoluto, volumi,
capacita, pesi, ecc..; in una parola tutto
1’insieme dgi enti che vengono presi in
considerazione gquando si insegna il sistema metrico
decimale e 1l suo impiego. Pertanto, in questo
ordine di idee, 1l passaggio dai razionall assoluti
a1l reali assoluti pud essere fatto con relativa
facilita,. e quando si sia costruito 1'insieme dei
reali assoluti, la costruzione del campo reale puod
essere ottenuta con una delle solite procedure
elementari che conducono ad introdurre i1 numeri con
segno (i numeri relativi) e le operazioni
corrispondenti.

Daremo qui di seguito un succinto esempio di
introduzione dei reall assoluti, seguendo 11
pensiero di  G.Peano: in qguesto ordine di idee si
cerca di gilungere nel modo piu diretto possibile,
senza introdurre delle nozioni estranee, e senza
estendere troppo 1 ambito delle strutture che si
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presentano. A nostro parere, questo aspetto della
gquestione dovrebbe escsere tenuto presente perché
gid 1’introduzione del concetto di numero reale
richiede uno sforzo mentale non indifferente,
dovuto al fatto che (come & gia stato detto)
occorre operare su classi di infiniti elementl,
ognuna delle gquali viene consideirata com un UN1Co
oggetto di pensiero. Ripetiamo tuttavia che non
esistono itinerari obbligati; quindi 1’insegnante
potra scegliere guello che egli ritiene pLU
opportuno, a seconda della preparazione che vuole
conferire agli alunni e del loro livello mentale.

3 - D’ora innanzi, e fino ad esplicito avviso
contrario, con il terming "numero” indicheremo un
numero razionale assoluto (compreso lo 0). Tutte le
proprieta di gquesti numeri, delle relazioni tra
essi e delle operazioni su di essi sono considerate
note. @Quando Vvi sard bisogno, 1 singoli numeri

verranno indicati con - le lettere minuscole
dell’alfabero latino: :
(l) a, b; C, d; A= 3 xl _V: Z, .-

Sia A una classe di numeri; diremo che la classe A
e superiormente limitata se esiste almeno un numero
che & maggiore di ogni numero della classe A.
Scriveremo anche "A& & SL" per indicare che & &
superiormente limitata.

Data wuna classe A che & 8L, diremo che sssa &
“completa” se A contiene ogni numero non superiore
ad un suo numero a. In altre parole, una classe A
che & S5L.viene detta completa se, insieme ad un
numero a contiene anche tutti quelli minori di a.
Ovviamente, gquando sia data una classe A che & SL,
se 8ssa non & completa esiste una seconda classe
ben determinata che contiene tutti gli elementi di
A ed e completa; tale classe si ottiene aggregando
ad A tutti 1 numeri che sono minori di gualchs
numero di A.

D’ora innanzi tutte le classi SL che prenderemo 1in
considerazione saranno supposte complete; esiste
un’unica classe SL & completa formata da un unico
elemento: & quella costituita dallo 0.
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Consideriamo ora una classe A SL e completa; pud

avvenire che esista un numero (ovvianmente
razionale) a che possiede le due proprista
seguenti:

I) nessun numero di A e maggiore di a;

1I) consideratdo un numero gualungue y, minore di a,
ess0 & minore di gualche numero della classe A.

Un numero a che possiede gqueste due proprieta verra
chiamato "estremo superiore di A" e scriversmo:

(2) a = sup(A).
Se nella classe A esiste un numero Massimo essgo &
anche estremo superiore di A. Se A possiede un

estremo superiore converremo di aggregarlo alla
classe A; pertanto d’ora  innanzi diremo completa
una classe che contiene tutti i numeri minori di un
suo  numero gualungue, e contiene anche 11 suo
estremo superioreg, gqualora ass0o esista.
L operazione che, a partire da una data classs A
che & SL conduce a costruire la classe completa da
essa determinata, eventualmente aggregando anche
l'estremo superiore guando esso esista, verra spes_
30 chiamata ‘“completamento” della classe @a. Le
classi SL che posseggono un estremo superiore e
guindl anche un massimo, in forza della convenzione
enunciata, saranno dette "speciali”

Osservazione 1 ~ Esistono delle classi SL non
specialil.

Tale & per esemplio la classe dei numeri (razionali)
x che soddisfano alla condizione:

(3) x% < 5

La dimostrazione di questa proposizione si trova
nella NOTA I alla fine di queste pagine.

Dsservazione 2 - Le classi SL speciall sono in
corrispondenza biunivoca con i razionali. Infatti
ad ogni razionale x possiamo associare la classe SU
costituita da tutti i razionali che non sono
maggiori di x; e viceversa, data una classe SL
speciale, essa, per definizione, possiede un
massimo che possiamo assoclare univocamente alla
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classe.

4 - Date due classli SLL e complete A& e g,
indicheremo con il simbolo:
(1) A+ B

la classe che si ottiene sommando ogni numero di A
con ognhli numero di B, ed eventualmente completando
la classe cosl ottenuta; si dimostra che guesta e
pure SL, e che per 1’operazione indicata
simbolicamente dalla (1) wvalgono le proprieta
formali espresse nelle formule seguenti:

(2) A+8 = B+A (proprietia commutativa);
(3) A+(B+C) = (A+B)+C (proprieta associativa).
Analogamente, nelle 1potesi ammesse, indicheremo
con 11 simbolo,

(4) A¥B

la classe ottenuta moltiplicando ogni elemento
. della classe A per ogni elemento della classe B, =d
eventualmente completando la classe cosl ottenuta.
81 dimostra che 1la classe che si ottiene & 8L, e

che per l'operazione ora definita wvalgono le
seguenti proprieta formali:

(5) A*¥B = B¥*A (proprieta commutativa)
(&) Ax(B¥*C) = (A*B)*C (proprieta associativa)

81 wverifica inoltre che per le operazioni ora
definite vale anche la proprieta formale:

(7) A¥X(B+C) = A¥XB+A*C {(proprieta distributiva)
Siano ora A e B due classl SL complete. Scriveremo:
(8) ' A > 8

per indicare che esiste in A almeno un elementc che

& maggiore di ogni elemento di B.

Si verifica che per la relazione tra classi 5L ora

definita valgono le proprieta seguenti:

(%) se e A > B ed & anche B > C, allora e A > C
(proprieta transitiva).

Date due classi SL complete, A & B, tra esse vale

sempre una ed una sola delle relazioni seguenti:

{10) A > B oppure B > A oppure A = B

(proprieta di tricotomia).

Invece di scrivere la (8), scriveremo anchs:

(11) B < A

considerando la scrittura (11) perfettamente
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equivalente alla (8).

5 - Sia A una classe SL e completa. Indicheremo con
il simbolo:
(1) Ac
leggendo "complementare di A", la classe costituita
da tutti i razionali, ognuno dei gquali & magglore
di tutti gli elementl di A. Diremo che la classe AC
eé completa se, quando contiene un razionale x,con_
tiene anche tutti i razionali maggiori di x. D’ora
innanzi, guando parleremo di classe complementare
di una classe data supporremo sempre che essa sia
completa.
ODvviamente la classe Oc & costitulita da tutti 1
fazionali diversi dallo zero.
Diremo che un numero razionale x & 1’estremo
inferiore di una classe Ac se esso possiede le due
sgguentl proprieta:
I) esso non & maggiore di alcun elemento di Ac,
II1) ogni numero razionale magglore di x & maggiore
di qualche elemento di Ac.
Ovviamente se A & una classe specliale, essa e
completa, e gulindli ammette un numero massimo a;
guesto stesso numero & 1l’estremo inferiore della
classe Ac. Tuttavia esistono delle classi che non
hanno estremo superiore e tali che la loro classe
complementare non ha estremo inferiore. Tale &, per
esempio, la classe del razionali z tall che sia:

zZ > 5
La dimostrazione di gquesto fatto sara data nella
NOTA II .alla fine. Siano ora due classi SL e
complete A e B, e supponiamo che sia:

(2) A > B ;
indicheremo con il simbolo:
(3) A - B

la classe SL che si1 ottiene sottraendo da ogni
elemento di- A ogni elemento di Bc, gquando <cio sia
possibile, e completando la classe cosl ottenuta.
81 verifica che la clasSe che cosi si ottiene & SL
ed inoltre che, sempre nella ipotesi (3), si bha:
(4) B+ (A-8)=~a,

ed in particolare che &
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€5 . A- A =0 ; A~-0=A..

Siano ora A e B due classli, e i suponga che B sia
diversa dalla classe 0. Indicheremo con il simbolo:
(6) A/B oppure A:B

o con altri simboli abituali la classe che si ot_
tiene dividendo ogi razionale della classe A per
ogni razionale della classe Bec, e completando la
classe cosl ottenuta.

Si verifica che la classe che cosi si ottiene e GSL
e che inoltre, nella ipotesi ammessa, si ha:

(7) B X (A/B) = A .
L’operazione che conduce, nella ipotesi (2), alla
costruzione della classe (3) viene chiamata “sot_

trazione” & la classe cosl ottenuta viene chiamata
“differenza” delle due. L’operazione che conducs,
nella ipotesi ammessa, alla costruzione della clas_
se (&) viene chiamata "divisione” della A per la B,

e la classe ottenuta viene chiamata "rapporto” o
anche (improriamente) "quoziente” delle due.
Osservazione 1 - L’operazione . indicata dalla (&)

non & eseguibile se e B = 0. Abbiamo vistp infatti
che la classe Oc & costituita da tutti I razignali
diversi dallo zero, e di conseguenza la classe che
si ottiene eseguendo le operazioni di divisione
indicate dalla definizione della (6) non e
superiormente limitata.

Chiameremo NUMERI REALI ASSOLUTI le classi SL com_
plete di numerl razionali assolutil, sulle quali
converremo di operare con le operazioni sopra deti_
nite e tra le qguali riterremo valide le relazioni
pure definite.

I numeri razionali di una classe A verranno anche
detti “valori per difetto” del numero reale corri_
spondente, e quellili della classe Ac varranno detti
"valori per eccesso’ del numero stesso.

UOsservazione 2 -~ Abbiamo detto che le classi spe_
ciall sono in corrispondenza biunivocda con i numeri
razionall che sono i loro massimi; si verifica che
anche le operazioni definite corrispondono, in que_
sto caso, alle operazioni gia note tra i numerl ra_
zionali suddetti. Tuttavia abbiamo visto che esi_
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stono delle classi non speciali. Pertanto potremo
dire che 1 numeri razionali formano un sottoinsieme
dei numerl reali. i1 wverifica pol immediatamente
che esiste un omomorfismo tra l’insieme del razio_
nali e le classi specialil, perché le operazionl tra
queste ultime, definite pocco fa, corrispondono a
guelle note tra i numeri razionalil.

Osservazione & - Poliché una classs A SL complets di
numeri razionall & costituita da infiniti elementi,
e impossibile fare un elenco esauriente di essi.
Occorre limitarsi guindi a stabilire dei criteri in
base al quali si puod decidere che un dato numero
razionale appartiene ad una certa classe che
costituisce un numero reale. Se la classe . specla_
le basterebbe assegnare il suo massimo, perché in
tal caso sappiamo che la classe ¢ costituita da
tutti 1 numeri razionali non superiori a guesto;
tuttavia spesso si sceglie di precisare la classe
mediante certi numeri razionall di una forma 'spe
clale: per esempio, fissando come base di numera_
zione il 10, si sceglie di rappresentare un numero
razionale mediante una successione infinita di va_
lori per difetto costituiti da frazioni decimali.
Cosi per esemplo, dovendo rappresentare la classe
speciale che ha come massimo 1l numero razionale

2/3, s3si sceglie di rapressentarla mediante la suc_
cessione infinita di frazioni decimali:

(8) 6/10, 66/100, 666/1000, 6666/10000 ... 2 cosl
via,

frazioni .che vengono scritte nella forma piu
abituale: '

(9) 0.6, 0.66, 0.666, 0.6666, ...

Nel caso pol in cuil la classe A non sia speciales,
ai fini della pratica si suols assegnarse una suc_
cessione di valori per difetto (forniti anche in
questo caso da frazioni decimall) scelti in modo
tale che da ognuno di essi si possa costruire un
valore per eccesso (ciog& appartenente alla classe
Ac 1n modo ben determinato.

Cosi per esempio la classe non speciale di raziona_
1li che soddisfano alla relazione:



(10) X2 < 5

viene rappresentata con una successione di frazioni
decimali del tipo della seguente:

(11) 2, 2.2, 2.23, 2.23&, 2.2360, 2.23606, ...
Come si verifica, ogni frazione decimale di guesta
successione, aumentata di una potenza di 0.1 corri_
spondente all’ordine dell’ultima cifra scritta dopo
il punto decimale, fornisce un valore per eccesso
del numero reale considerato, ciocé un slemento del_
la classe complementare di quella definita dalla
(10). Cosi 1 numeri:

(12) 3, 2.3, 2.24, 2.237, 2.2361, 2.23607, ...
sono tutti valorli per eccesso del numero razionale
considerato.

Ovviamente questo modo di rapresentare una classe
non & l’unico possibile: 1l’Aritmetica pratica, e le
teorie del calcolo numerico, forniscono infatti va_
rie procedure per costruire delle successioni di
frazioni decimall atte a rappressentare i numeri
reali che si prendono di volta in volta in conside_
razione. Le proprieta dei numeri reali assoluti che
abbiamo stabilito, e le relazionl che abbiamo defi_
nito, permettono ora anche di definire in modo del
tutto ovvio, 11 concetto di classe superiormente
limitata di numeri reali. Sia A una classe cosif_
fatta; una facile riflessione permette di conclude_
re che A determina in modo UNivVOCo Un numero reale,
cioé una classe superiormente limitata di numeri
razionali; questa & costituita da tutti 1 numeri
razionali che non sono superiori ad almeno uno de_
gli elementi di una delle classi costituenti A.

S1 potrebbe dire le stesse cose in modo diverso os_
servando che con la procedura della costruzione di
classil superiormente limitate di numeri razionali,
e con le definizioni delle relazionl e delle opera_
zioni che abbiamo dato, 1’insieme dei numeri razio_
nall assoluti viene ampliato, dando luogo cosi al_
1’insieme dei numeri reali assoluti. Ma la stessa
procedura, applicata in gquest’ultimo insieme non da
luogo al suo ampliamento.
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VI - Numeri reali e grandezze continue.

La teoria che abbiamo svilupato finora si presta
bhene per fornire un insieme di simboli e di opera_
zioni che riproducano gli enti della Geometria ele_
mentare e le operazioni che nol eseguiamo su di es_
sl

Abbiamo gia detto che, anche a livello elementare,
la Matematica insegna ad associlare un determinato
numero ad ognl grandezza di una certa classe; il
numero viene chiamato la misura della grandezza in
parola. L’operazione viene eseguita partendo da
certe convenzionl e con determinati procedimenti:
le convenzionl si riducono in sostanza alla scelta
di una determinata grandezza che appartiene alla
classe, & che viene chiamata unita di misura; le
operazioni consistono nella determinazione dei mul _
tiplil della unitd e nel loro confronto con la gran_
dezza da misurare, opure con i suoi sottomultipli.
Precisamente, data una grandezza a della classe di
grandezze omogenee, e fissata una grandezza u della
classe stessa come unita di misura, indicando con m
ed n due interi naturali, se e:

(1) m¥u = n*a

si suol dire che 11 numero razionale m/n & la
misura della grandezza a nella unita u, oppure & il
rapportc di a ad u.

Pud avvenire tuttavia che non esista alcuna coppia
di interi naturali tale che valga la (1); in tal
caso le grandezze a ed u vengono dette "incommensu_
rabili tra loro"; e la scoperta di coppie di seg_
menti tra loro incommensurabili (per esenmpio il la_
to di un quadrato e la sua diagonale) costituisce
una scoperta fondamentale della civilta scientifica
del Greci. In tal caso tuttavia & possibile co_
strulre una classe di infiniti razionali p/gq, tali
che si abbia:

(2) p¥u < g*a

Tale classe costituisce quindli un numero reale non
speciale, nel senso che abbiamo dato a guesta e_
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spressione nelle pagine precedenti.

Pertanto guesti enti che abblamo costruito si pre_
stano per rapresentare in 0gni caso Uuna grandezza
mediante la operazione di misura, perché ad ogni
grandezza si puo far corrispondere in questo modo
un numero reale.

La possibilitd di istituire una corrispondsnza in_
versa, cloe di far corrispondere ad ogni numero
reale una grandezza, della quale il numero stesso €
la misura, richiede che si enunci per ogni classe
di grandezze un postulato di continuita, il guale
potrebbe essere enunciato nei termini seguenti:
"Data una classe superiormente limitata di grandez __
ze, esiste una unica grandezza che & estremo sups_
rioré della classe stessa’.

81 verifica che questo postulato, nel caso partico_
lare dei segmenti appartensnti ad una semiretta ed
aventl unpa origine comune nella origine della semi_
retta stessa, ha la stessa portata del postulato di
continuita di Dedekind. )

51 pud inoltre osservare che questo postulato non
costituisce una affermazione (che potrebbe anche
essare infondata e gratuita) della esistenza di
certi elementi non costruibili direttamente con
altri mezzi: esso infatti traduce la possibilita di
dar un senso opsrativo concreto alla esistenza di
procedure di misura che possono non aver termine,
come avviene nel caso in cul si voglia misurare la
diagonale di un quadrato assumendo come unitid il
lato del quadrato stesso.
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NOTE

NOTA I -~ Diamo qui la dimostrazione della
proposizione enunciata nella osservazione 1 del
paragrafo 3 del Cap.V.

Da gui in avanti, salvo esplicito avviso contrario,
con le lettere minuscole dell’alfabeto latino, come
A, b, Cy i i e Iy My e e s y X, T 32y 0w

indicheremo dei numeri naturali:
LEMMA 1 - Dati due numeri a, b, se é&:

(1) a > b ed anche b > 1

allora e:

(2) a/b < (a=-1)/(b-1).

La verifica & immediata.

LEMMA 2 - Dati due interi p, g, se &:

(3) p > g ed anche (p/gq)? < 5
allora si hea: '

(4) P < 5q.

LEMMA 3 - Nelle ipotesi del LEMMA 2, se &:
(5) n > 2(5q-p)/(5q* - p*),
allora si ha:

(6) (p/q)®* < [(np-1)/(ng-1)}* < 5.
DIM., Dalla ipotesi 5 si ha:

(7) (n?)*(5q9%-p?) > 2%*n*(5q-p),

e quindi, a maggior ragione:

(8) (n* )*(5q%*-p? )+5 > 2% (n¥(5q-p)+1,
ossia:

(9) 3%(ng-1)%2 > (np-1)2.

Dal LEMMA 1 e da questa relazione segue la tesi del
LEMMA 3.

TEOREMA. La classe dei numeri (razionali) che
soddisfano alla relazione:

(10) X% < 5

non ha estremo superiore.

DIM. Anzitutto si ha:

A) non esiste alcun numero razionale che soddisfa
alla relazione:
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(11) xZ = 3.
La dimostrazione di questo fatto si consegue con
ragionamenti analoghi a quelli (classici,
attribuiti a Pitagora) con cui si dimostra che non
esiste alcun numero razionale y tale che sia:

v = 2.
B) Dai Lemmi dimostrati si ha che nessun razionale
p/q pud essere Ll’estremo superiore della classe
definita dalla (10): infatti, dato un qualunqgue
razionale (p/q) che soddisfa alla (10), il LEMMA 3
insegna a costruirne un altro che & maggiore del
primo e che pure soddisfa alla (10).

NOTA II - Diamo gui la dimostrazione della proposi_
zione enunciata nel paragrafo 5 del Capitolo V.

Con le convenzioni della NOTA I, siano pe g due
numeri naturali, e si abbia:

(12) p? > 5%q*®

e quindi, ovviamente:

(13) P > 4q.

LEMMA 4 - Nelle ipotesi poste, si ha:

(14) p/a > (p+l)/(a+l).

La verifica & immediata.

Sia ora un intero n che soddisfi alla limitazione:
(15) n > 2%(5q-p+2}/(p*-5*%a?),

e che sia maggiore di 1.

‘In questa ipotesi si verifica che é&:

(16) (np+1)% > B5*(ng+l1)*.

Tenendo presente la (14) si deduce guindi il

TEOREMA 2 - La classe dei numeri razionali z che
soddisfano alla condizione:
(17) z2 > 5

non ha estremo inferiore.

Infatti non esiste alcun numero razionale che
soddisfi alle due proprietad che abbiamo date come
caratteristiche dell’estremc inferiore: dato infat_
ti un numero p/q che soddisfi alla (12), abbiamo
visto che se ne puo costruire un altro, minore di
quello, che pure soddisfi alla (12).
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